ETSI de CAMINQGS, C. Y P. DE MADRID Segundo Examen Final Extraordinario
Segundo Curso — METODOS - Matematicas 7 de diciembre de 2010

Alumno n° matricula:

NORMAS DEL EXAMEN: 1) Cada ejercicio debe resolverse en la hoja del enunciado: no se admiten hojas adicionales. 2) Debe escribirse con tinta
azul o negra: no se admite escritura a lapiz ni en color rojo. 3) El DNI del alumno debe estar a la vista sobre la mesa. 4) No esta permitido levantarse
ni hablar hasta que se hayan recogido los ultimos ejercicios y se salga del aula de examen. 5) Se puede disponer solo del Formulario oficial de la
asignatura (sin informaciones adicionales de ningun tipo) y del papel en blanco para uso como borrador. 6) No se hacen aclaraciones.

Ejercicio n° 1.- En el espacio vectorial V3 se dan dos vectores. a y b, de médulos a y b, y formando entre si
un angulo 6 € ]0, Z[. Se consideran el tensor T = [(axb)x]-(a®b) y la base vectorial B = {a, b, axb}. Se
pide:

1) Operando intrinsecamente, deducir las componentes contravariantes puras de T en la base diddica
asociada a @. (Es T un tensor simétrico? [3 puntos]

2) Obtener las componentes mixtas contra-covariantes de T en dicha base y calcular sus autovalores y
autovectores. [5 puntos]

3) Expresar el tensor T como forma diadica contravariante pura en una base de autovectores. [2 puntos]

Solucioén:

1) Tomando un vector genérico, X € V3, se tiene:

T-x = [(axb)x]-[(a®b)x] = [(axb)x]-(a(b-x)] = (b-¥)[(axb)xa] = (b-x)[ax(bxa)] = (b-x)[ba’ — a(a-b)] =

Asi se ha obtenido el desarrollo contravariante puro de T en la base @, siendo: t'? = -a-b, 2 = az, resto

0 —abcosh 0
nulos. La matriz de T en contravariantes, es, pues: [t'] = |:0 a2 o}, donde se aprecia directamente que T
0 0 0

NO es un tensor simétrico.

NOTA: También se puede proceder en componentes en la base B, usando la matriz de Gram (que se calcula mas abajo) y que T es el

0 -0 o 0 —a’b%*sen’0 0
producto (g3;*)-(9:®9>): se expresa (g;x) en contras puras, ﬁ o 0 -0 | = m a’b?sen’ 0 0 0 |, se expresa
—m, o 0 0 0 0
a’ 0 a o0 0 -10fl0o a o )
0:1®¢, en cova-contras, | abcosd '[0 1 0]2 0 abcos® 0 |,y seefectiael producto [ 1 0 0 || 0 abcosd 0 |=[t"] #.
o 0 0 0 0 00 oflflo o o

2) Obtenemos las componentes mixtas contra-covariantes bajando el segundo indice de las t!, para lo que
precisamos la matriz de Gram de la base 3, o sea:

aa ab m a’ abcos6 0
G = [g1 g_]] = b-a bb b-(axb) [ = | abcosh b? 0 = [gl_]]
- (axb7@ (axb7B  (axb)’ 0 0 a’bisen’0
Asi, efectuamos:
) " 0 —abcos® 0 a’ abcos6 0 —a’b’cos’® —ab’cos® 0 .
[tlj] = [tl ][gh.l] =0 a® o0[|abcosd b’ 0 =|| a’bcosd a’’ 0| = [tlj] (2)
0 0 0 0 0 a’b’sen’ 0 0 0 0

(Nota: se aprecia en la 3 columna de esta matriz que T-g; = T-(@xb) = 0, luego hay un autovalor nulo cuyo subespacio asociado
contiene al vector axb).
Obtenemos el polinomio caracteristico

—a’b?cos? 0-1 —ab’cos® 0

A\) =det(T — A1) =det| abeoss a0 | =—A[(—a’b’cos’® — A)(@’b” — 1) + a’b’cos’0] =

0 0 -\
= \[-a'b*cos’® + Aa’b’cos’® — Aa*h? + A7 + a’b*cos?0] = —A[A*—Aa’b*(1—cos’0)] = —A*(A-a’b’sen’0)
O sea: A\) = —\*(A—-a’b’sen’0) (3)
Los autovalores de T son las raices de este polinomio, o sea:
[%; =%, = 0 (doble), A; = a’b’sen’d | 4)

Y los autovectores son la base de cada subespacio propio asociado a cada autovalor. Comenzamos por el
autovalor simple:
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22 2 —a’h? cos® 0—a’b’sen’0 —ab’ cos 0 —a’’ -ab’cosd 0
W3 6/\(7\,3) = ker[I—a b“sen 9_1] = ker a’bcosh a’b?-a’b’sen’d 0 = ker| a®bcosd a’b’cos?6 0 =
0 0 —a’b’sen’0 0 0 —a’b’sen’0

= {xeV;/-a’h* x' —ab’cosd x* = 0, a’bcosd x' + a’b’cos’0 x* = 0, —a’b’sen’® X’ = 0} =
= {x€V;/-ax' —bcosd X’ =0, ax' +bcosd X’ =0, X’ =0} = {x/x' =— bexsty? ¥ =} = A(@’h’sen’0)
Tomando X* = a, X' = —bcosh, X’ = 0, se tiene un vector de este subespacio:
| w; = —bcos® a+ab : autovector asociado a A; = a’b’sen26 | (5)

Los autovectores asociados al autovalor doble, A; = 0, se tomaran del subespacio correspondiente:
-a’b?cos’§ —ab’cos 0
A0) =ker(T) =ker| abeoso a2 o =..= {XEV;/acosO x' +bx* =0} = {x/x* = —ac=t x1\
0 0 0
Se observa que este subespacio es un plano vectorial y podemos tomar de é1 dos autovectores linealmente in-
dependientes, como resultan haciendo:
para Wi: x'= b, Xt = —acoso, X = 0; y para Wy: x'=x*= 0, X =1
0 sea: | w; = ba —acosbb , w, = axb : autovectores asociados a A; =0 (6)

Se observa que W, es ortogonal con W, y también con W;, lo que simplifica la matriz de Gram de la base de
autovectores (que interesa en el apartado siguiente).

3) Resulta, pues, que T es diagonalizable en la base {w;} de autovectores. En ella, las componentes contra-
covariantes de T se expresan en la matriz diagonal:

00 0

[fijjz 00 0

0 0 a’b’sen’0

Pero se pide la expresion contravariante pura y para obtenerla se puede proceder de dos formas distintas
(escogeremos la que parezca mas breve): 1) subir el segundo indice de la matriz diagonal escrita, lo que exige
determinar la matriz inversa de la matriz de Gram de la base de autovectores; ii) cambiar la matriz contra-
variante pura de T, hallada en el primer apartado, a la base de autovectores.

Con la observacion anterior, escogemos el primer camino, determinando G=[\Lvi ~V_VJ efectuando intrinseca-

mente los productos escalares:
— 2 _ A2K2 2142 2 22 20 — A2KW2 2n _ A
w;-w; = (ba — acosbb)” = a’b” — 2a’b"cos™® + a'b“cos’6 = a’b’sen’®6 = §,,
N — A & & & . _ 2 _ A2K2 2n _ A
Wi Wy =0=Wo W3 = §,, =§,, =§,; =5, =0; WorWp = [axb]" =a’b’sen’0 = §,,
ws'W; = (—bcosBa + ab)” = a’b’cos?0 — 2a’b*cos’0 + a’b® = a’b’sen’0 = s,

22 22 212 212 212 2 A
W, -W; = (ba—acos0b)-(—bcosba+ab) = —a’b’cosO+a’h’cosd+a’b’*cos’0—a’b’cosd = —a’h’cosOsen’d = 01
~ a’b%sen’ 0 0 —a%b? cosOsen’ O 2 ) 1 0 —cos@
luego Gz[\Lvi'v_vj}z 0 a%h? sen’ 0 0 =ab'sen"6| o 1 o
—ah? cosOsen® O 0 a%b?sen’ 0 —cos® 0 1
12 0 00529
A sen< 0 sen< 0
de donde G'l=—L+| 0 0
a‘b sen"0 | . <9 0 1
sen2 0 sen2 0
y finalmente:
00 0 by 0 <o 0 0 0 0 0 0
A A A sen< 0 sen~ 6
['[”]:[t'h}G lzm 00 o fl 01 0 === 0 0 0 |=| 0 0 o0
0 0 a’h’sen’0 % 0 12 a’b’cos® 0 a’b’ <os0 %
sen< 0 sen< 0 sen” 0 sen” 0
La forma diddica pedida sera:
1
T=——(cosbw, ®w, + W, ®w, ) (7)
sen - =




